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s
Un ensemble E est fini lorsqu'il admet un nombre fini d'éléments. e E={123,4,5} Diounbret: < sct dsteumiber
Le nombre d'éléments de E est appelé le cardinal de E. |E| = 5. y

On le note Card(E) ou |E].
Par convention, l'ensemble vide @ est un ensemble fini
de cardinal 0 : |@] = 0.

' Principe additif
|

., E, sont des ensembles finis deux a deux disjoints,

Si By, Esyoe
alors :

-

I Card(E,UE,U---UE,) = Card(E,) + Card(E,) + - -- + Card(E,,) }

90 (@@
Le nombre d'éléves qui pratiquent I'un =

de ces deux sports est : Tennis Basket
12 + 8 = 20. (12) (8)

Exemple

Dans un club, 12 éléves font du tennis,
Et aucun éléve ne fait les deux sports.

e |'ensemble des jours
de la semaine a 7 éléments.

e Si une classe compte
32 éléves, alors |E| = 32. |

W 3 ) Principe multiplicatif

Propriété

le nombre d'éléments
(c'est-a-dire le cardinal)
d'un ensemble fini.

Si une situation se décompose en plusieurs étapes successives,
avec n,, 1y, ..., n, possibilités a chaque étape, alors le nombre
total de possibilités est :

[ N=nxnyx:---xmn, ]

Exemple

Un menu est composé d'1 entrée (3 choix),
1 plat (4 choix) et 1 dessert (2 choix),

MNombre de menus : 3 X 4 x 2 = 24,

3choix 4choix 2 choix

Produit cartésien

Soit E et F deux ensembles finis. Le produit cartésien E x F est I'ensemble
des couples (a, b) telsquea € Eetbhe F,

Remarque

& Un couple est un 2-uplet.
e Deméme, E x F x G est |

E L

Exemple g _ {1,2} F={a,b,c}

E x F={(1,a), (Lb), (1, ¢}, (2,a), (2, b); (2, c)}

a
b 'ensemble des triplets (a, b, ).
C

e Plus généralement, on parle
de p-uplets.

D g Produit d’'un ensemble sur lui-mém B

Si E est un ensemble fini de cardinal n, on note E* le produit de E
par lui-méme p fois. On a alors :

Card(E”) = n?

Soitp=>1letE, E,, ..., E‘p des ensembles finis.
Le produit cartésien E, x E, x -+ x E, est 'ensemble

des p-uplets (a;, as, ..., a,) avec a; € E,.

Exemple

* 0On lance deux dés a six faces.

e E=1{1,23, 45,6} donc Card(E) = 6.
s Nombre de couples possibles : Card(E?) = 6° = 36.

e De méme, un code a 3 chiffres : 10* = 1 000 possibilités.

Exemple
Un code a 4 chiffres.
Chaque chiffre peut étre 0, 1, ..., 9.
Il y a 10 possibilités a chaque position.
Nombre de codes : 10 x 10 x 10 x 10 = 10* = 10 000.

A retenir - L'essentiel de cette page ‘ mbinatoire
En combt 3

tout est une qufest!ion
de possibi!ites .

—
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Le cardinal d'un ensemble fini se note Card(E) ou |E].

Principe additif : on additionne les possibilités (ensembles disjoints).

Principe multiplicatif : on multiplie les possibilités (étapes successives).

Le produit cartésien E x F regroupe tous les couples (a,b) aveca € Eetbh e F,
Un p-uplet est un élément de E; x --- x E,.

Si E a n éléments, alors Card(E”) = n®

So0000
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Pour tout entier naturel 2 :

=2 X3 e N

Exemples

e 5l=1x2x3x4x5=120
e 7l =5Ix6x7=>5040

e 100! est un trés grand normbre.

Exemple

Remarque

On lit « n factorielle »
et on note n!.
La factorielle intervient dans
de nombreuses situations

de dénombrement.

i
Par convention :

0l =1

| Calculer :
®
e &l

'"') Arrangements

Soit E un ensemble a n éléments et p un entier
avec 0 <p<n.

Un arrangement de p éléments de E est un p-uplet
d'éléments distincts de E.

Dans un arrangement, |'ordre des éléments compte
et les éléments ne se répetent pas.

Le nombre d'arrangements de p éléments parmi n est :

n!
=g =)l

"3 ) Permutations

Exemple 1

On veut former un podium (1%, 2°, 3°)
parmi 8 coureurs.

Nombre de podiums :

3 _
A3_5!

I
&=8x?x6=

Exemple 2

On choisit un code de 4 chiffres
tous différents.

Nombre de codes :

10!
— =98 T

336.
!
ol =5 040.

4
Am =

Exemple 1 Exemple 2
Une permutation de n éléments est un arrangement Combien y a-t-il d'ordres possibles Combien d’anagrammes du mot
de n éléments. pour 6 personnes ? MATHS (5 lettres toutes différentes) ?
s = 6! = 720. P = 5! =120,
Le nombre de permutations de n éléments est :
nen ﬁﬁ i1y SONe
= n! ) —= - =
n
On utilise tous les éléments et I'ordre compte. Il y a 120 anagrammes de MATHS.
A retenir — Comparer les situations \
Sltuati;n N I Ordre compte ? Répéﬁtion_pnssﬁe ?- : _Funnu_ie = ! ts
A t de p élément 0 N AP n! Méme élémen b
rrangement de p éléments i on = — on ..
| g matSPaslﬂm""‘“q"es
Permutation de n éléments Oui Non (tous utilisés) n! to l.lt |
} e -
| p-uplet (avec répétition) Oui Oui n® =y L'ordr e dw‘ng
- n /
Combinaison (vu page suivante) Non Non (p) P

~
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Exemple l'ordre n'a

; Ao AT ; isit 3 élé [ 'importance :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier Dot s wes port 8 pas d'imp '

0<p< pour former une équipe. |
vaoH =P Ik ! ! L'équipe {A, B, C} est la méme
Une combinaison de p éléments de E est une partie que (G, A, B} : -
de E & p éléments (l'ordre ne compte pas). s e
—> une seule combinasion.
Le nombre de combinaisons de p éléments parmi n est : Exemple Remarque
Choisir 4 éléves parmi 15 : Une combinaison correspond
n! au choix de p éléments parmi n,
= 15 s 15! — 1365 c'est une partie de E a p éléments.
! (n p) 44 AN " Parexemple: {A, B, C} = (C, B, Al.
| 2 Propriétés simples Symétrie des coefficients binomiaux
e (n) =1 (il n'y a qu'une partie vide) ‘ Interprétation
0 Pour toutn > Oettout 0 < p <n: Choisir p éléments parmi n
. (n) — 1  (on prend tous les éléments) n n revient a ne pas choisir
n b les n — p éléments.
n —
° (n) =mn (on choisit un seul élément) p p
1 Deux fagons
g # Exemple de voir la méme chose
@ ( ) = (symétrie) (10) (1[’])
p n—p = ’
’ 3) \7 9. .«
e 0<p<n (sinon (p) n'est pas défini) | (on choisit 3, ou bien on en laisse 7). s &
4 ) Relation de Pascal
Démonstration (idée) Exemple
Une partiede {1,...,n+ 1} a p + 1 éléments 5 5 6
Pourtoutn >0et0<p<n: contient soit n + 1, soit ne le contient pas. + =
) » Si elle contient n + 1 : il reste & choisir p éléments 2 3 3
(n) ( n ) (n it 1) parmi {1,...., n} (;) possibilités. 10 + 10 = 20
-+ = . . $ .
= 5j elle ne contient pas n + 1 : il faut choisir p + 1
p p+1 Pl flémert B | n it Cette relation permet
éléments parmi {1, ..., nj: (F i 1) possibilités. de Eanstalid Ia )
‘ D'ols le résultat. triangle de Pascal !
5 ) Quelques valeurs utiles 0
J=
B my Az v/
- (0) = (n) =il Exemples 4 ‘{\ oY :" La cambmaslﬂ?s
’ (n)_( . )_” ) (8)_SXT—28 W\ v, lb‘mouﬂ
1 n—1 Y T \ “‘ : Pour;holslr
. (n) B n(n—1) (nombre de paires parmi 8) \ | ‘ “ se tmmp!r
2 2 . (1{}):10><9><8:120 -'J-.-i ___.Qf T —
n\ nn-1)(n-2) 3 6
;1 6 (nombre de groupes de 3 parmi 10)
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AL PR | de ;
&9 4. TRIANGLE DE PASCAL ET PARTIES D’UN ENSEMBLE - 2% 9%

| Définition | Propriété (rappel) Construction
Le triangle de Pascal est un tableau dans lequel Pourtoutn > 0et0<p < n: ¢ On place un 1 au sommet.

» (Chaque nombre est la somme

la ligne n (en commencant & Q) contient les = P e et ol nonibrei Situss an
= + haut a gauche et en haut a droite.

coefficients binomiaux (:) pour 0 <p <n.

P U P * |aligne n contient n + 1 nombres.
'. Remarque ~ Exemple (les 6 premiéres lignes) p correspond a la colonne
o Chague ligne est symétrique. -
* Les nombres aux extrémités sont toujours égaux a 1. i fWe.SPU'"d p 0 1 2 3 4 : 3
o La somme des nombres de la ligne n est 2", _ 4 la ligne 0 1
] il g ] 3 Chaquente
Bl 1 | 2 | 1 ligne 2y
toutes ‘€3 |
3 1 3 3 1 possibimés !
4 1 4 6 4 1 Tt
5 | 1 |5 [w0w0]|s5 [T

9 Parties d’'un ensemble 'i Nombre total de parties

Définition Exemples | Propriété

Soit E un ensemble & n éléments. Soit E = {a, b, ¢, d}. Un ensemble a n éléments possede 27" parties.
Une partie de E est un sous-ensemble de E. * Nombre de parties a 2 éléments :
: = 4 Exemple
Une partie a p éléments est un sous-ensemble (2 =6 = g P
E aui conti - : in=4,alors 2* = 16.
de E qui contient exactement p éléments o Elles sont : {a, b}, {a, ¢}, {a,d}, Ursomite:lock o:d) passidle

.. {b,c}, {b,d}, {c.d}. 16 parties (1 de taille 0, 4 de taille 1,
o Nombre de parties 0 élément: 6 detaile 2, 4 detaille et 1 detaille 4)
Le nombre de parties a p éléments d'un ensemble

4\ _ o - s
% i dlAmant bt (0) =1 (la partie vide 2). Démonstration (idée)
o Nombre de parties a 4 éléments :
(:) =1 (lensemble lui-méme). * soit il n'appartient pas a la partie.

Chague élément de E a deux possibilités :
n
( ) (0<p<n)
P llyadonc2 x 2 x ... x 2 = 2I" possibilités.

e soit il appartient a la partie,
o Lien avec le triangle de Pascal lgn

me *J
Exemple (= 4) une T2 il
La ligne n du triangle de Pascal contient La ligne 4 du triangle de Pascal est : Y de pal'ti*es :
les nombres (n) (n) ..... (n) 1 4 6 4 1 —
4" ” + ' ' - '
Leur somme est donc : 4 4 4 4 4 Total :
b 0 1 2 3 4 1+4+6+4+1
n - — 94
E ( ) — 2“, Nombre Nombre Nombre Nombre Nombre =16=2
p de parties de parties de parties de parties de parties
p=0 a0élément alélément 22éléments A3éléments a4 éléments

. A retenir — Idée clé
e e = || p | Le triangle de Pascal permet
Ordre compte ? pétition ?
. SN ! : ke i l Formﬂ:_f d de connaitre directement le nombre
Arrangement de p éléments Oui Non o SR de parties & p éléments d'un ensemble
L - | | S I TR a n éléments.
Permutation de n éléments Oui Non (tous utilisés) n! 3 La somme des nombres de la ligne n
| T i - i : - vaut 2, soit le nombre total de parties.
p-uplet (avec répetition) Oui Oul n” €& chaque ligne est symétrique.
' =3 ' ' | n €3 Les extrémités sont toujours égales a 1.
Combinaison (parties 4 p éléments) Non Non ( ) 3 Le triangle de Pascal est un outil puissant
! | l P pour visualiser toutes les possibilités ! ;
Nombre total de parties . - . - . on ';:_" ’ clest voir Pfug loin !
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