" 1. Comprendre la continuité

Qu’est-ce qu’une fonction continue ?

[ est continue en a lorsque :

X —+d

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ un point de /.

lim f(x) = f(a)

; La limite de f(x) quand x se rapproche de a coincide avec la valeur f(a).
“> f est continue sur [ si elle est continue en chaque point de /.

A une extrémité de I, on utilise la limite du cdté ou [ est définie.

E:: 1%y, ~

=

Lire une courbe Des fonctions usuelles continues
| Fonction Intervalle
._/ Polynémes R 0
x = yx [0 ; 400
/0 xb—}% ]—m;O[et]0;+;[
Sans rupture Avec un saut o R
La courbe reste d’un seul tenant. ~ Les ﬁmi?ifd??fiiﬁt?f droite oy 10 el
Continue ne signifie pas dérivable
| x|

Si f est dérivable en a, alors f est continue en

La réciproque est fausse.

La fonction x +— |x| est continue sur R.

A retenir
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a.

Sa courbe présente une pointe en 0 : elle n’est pas dérivable en 0.

La continuité relie une limite a la valeur de la fonction.
Une pointe n’est pas une rupture.




" 2. Le théoreme des valeurs @ o
intermédiaires iy

e théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur [a ; b], avec a < b.

Pour tout réel £ compris entre f(a) et f(b), il existe
au moins un réel c dans [a ; b] tel que :

f(c) = k

_ Une fonction continue prend toutes les valeurs
SON intermédiaires entre f(a) et f(b).

v ® - ° r)
9£_Quand la solution est-elle unique ? Le TVI seul garanit

Si, de plus, f est strictement monotone sur [a ; b], la solution est unique.  Pexistence, pas 'unicité.

Exemple corrigé

Montrer que I’équation x*> + x — 1 = 0 admet une unique solution dans [0 ; 1].
On pose f(x) = x* + x - 1.

o Continuité e Valeurs aux bornes
fO)=—-1etf(1) =1.

f est une fonction polynome : elle est continue Le réel 0 est compris entre f(0) et £(1).

sur 10 1. Par le TV, il existe au moins une solution &
dans [0 ; 1].
o Unicité 5 o Encadrement
fl(x)=3x*+1>0sur [0;1]. £(0,6) = —0,184 et £(0,7) = 0,043.
f est donc strictement croissante sur [0 ; 1]. Comme | est strictement croissante : ,
La solution & est unique. ‘
| 0,6 <a<07

Continuité + valeurs encadrant £ = existence.
Stricte monotonie en plus = unicité.

A retenir
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Terminale spécialité mathématiques

Comment la courbe se courbe-t- elle ?

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction convexe Fonction concave

La courbe est au-dessus de ses tangentes. La courbe est en dessous de ses tangentes.
Elle est en dessous de ses cordes. Elle est au-dessus de ses cordes.

Les dérivées donnent le critére
\ .y Si f est deux fois dérivable sur I :
) A . (

Fonction f ‘ Variation de f’ ‘ Signe de f” I b |
Convexe f' croissante =0
Concave [’ décroissante =0

Ces criteres se vérifient sur tout I'intervalle I.  Clest la variation de f’ qui compte, pas le signe de f”.

Exemple corrigé

Etudier la convexité de f(x) = x? sur R.

o Dérivée 9 Dérivée seconde 9 Conclusion
f'(x) = 2x Frix) = 2 Pour tout réel x, f”(x) > 0.

La fonction f est donc convexe sur R.

Convexité et sens de variation

Sur | —o0; 0], la fonction x + x? est décroissante.
Elle reste pourtant convexe. .
Convexité et sens de variation sont deux notions différentes.

2~ Pour g(x) = —x*, on obtient g”(x) = -2 < 0.
.~ Lafonction g est donc concave sur R.

N . Convexe : sous ses cordes, au-dessus de ses tangentes.
A reten]r Concave : au-dessus de ses cordes, sous ses tangentes.

Une fonction affine est a la fois convexe et concave.
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4. Les points d'i

Un changement de convexité

. Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle
\*f et a un point intérieur de I.

Le point A(a; f(a)) est un point d’inflexion lorsque la
~ courbe change de convexité en a.

A( ; f(a))
< a; fl(a

concave

\ 8 . Si f” s’annule en a et change de signe, alors A (a; f(a)) est un point d’inflexion.

Attention : f”(a) = 0 ne suffit pas.

- Exemple corrigé : f(x) = x’
J-’ o Calculer les dérivées 9 Etudier le signe de /" o Déterminer le point d’inflexion

Fy =34 Pour x < 0: f"(x) <0. f”(0) =0 et f” change de signe en 0.
Wik Pour x > 0% F%(x) >0. Comme £(0) = 0, le point O(0; 0)
W y/ J(x)="6x £ est concave sur ]| —00; 0] est un point d’inflexion.

De plus, f'(0) = 0: la tangente en O .

et convexe sur [0 ; +o00.
a pour équation y = (.

 Le piége : g(x) = x*
; , &"(x) = 12x* > 0 pour tout réel x.
¥ En 0, g” s"annule mais ne change pas de signe.

P g reste convexe sur R : O(0; 0) nest pas un point d’inflexion.

® Repérer un changement de convexité.

A l.etemr ® Donner les coordonnées A(a; f(a)).

@ Une dérivée seconde nulle, seule, ne suffit pas.
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Vv Contmulte et convex1t ‘
* 5. Tangentes et inégalités s ¥, ﬁ
Comparer une courbe 3 une droite

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / et @ un point intérieur de /.
 Is tangente a la courbe au point A(a; f(a)) a pour équation :

= f(a) + f'(a)(x — a)

Si f est convexe | Si f est concave
La courbe est au-dessus de sa tangente. La courbe est en dessous de sa tangente.
f(x) =z fa) + f'(a)(x - a) f(x) < fla) + f'(a)(x - a)
Ala; f(a))

S tangente

Ces inégalités sont valables pour tout x dans /.

Exemple corrigé : I’exponentielle

. Démontrer que, pour tout réel x, e* = 1 + x.
» On pose f(x) = e*.

o Convexité 9 Tangente en 0 9 Inégalité

La courbe est au-dessus de cette
flx)=¢et f/(x)=e*>0. | f(0)=1et f/(0)=1. | tangente.

\ :'L _Jf est donc convexe sur R. La tangente en 0 a pour Pourtoutx e R:e*> 1+ x.
équation y = 1 + x.

L'égalité est obtenue uniquement pour x = 0.

Autre exemple : le logarithme

On pose g(x) = Inx, pour x > 0. g(1)=0¢et g’(1) =1: latangente en 1 a pour équation y = x — 1.
La courbe est en dessous de cette tangente.

F@0 =1 et grmy=—1 <0
x x2 Pourtoutx>0 Inx <x-1.

g Gt duomavesr 0 w9, L'égalité est obtenue uniquement pour x = 1.

€ Vérifier la convexité ou la concavité.

v La méth()de @ Calculer I'équation d’une tangente bien choisie.

Conclure en comparant la courbe a cette tangente.
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* 6. Une étude compléte de conv x1te .;f' b N
Enoncé J

L /]
" On considére f(x) = xe™*, définie sur R. \f
\§” Etudier sa convexité, déterminer son point d'inflexion et I'équation de la tangente en ce point. *\(y

-

o Calculer les deux dérivées

f est deux fois dérivable sur R.
Flx)=e*=xe*=(1 =x)e™

Fig)==e*=(l-ale " ={x—2)¢

y N On utilise la dérivée d’un produit et (e7*)" = —e~*.
, 9 Etudier le 51gne de f” ,
7 Pour tout réel x, e™* > 0. Valeursdex [ %<2 | x=2 | ¥>21 W
#  f”(x) adonc le méme signe que x — 2. = ‘ & | & || = oy
=2 00 - | 0 +
S | - [ o | +
AN f est concave sur | —oo ; 2] et convexe sur [2; +oo[
9 Déterminer le point d’inflexion .. _
¥, f"(2) =0 et f” change de signe en 2. “‘*-\N A
f(Z) =2e™. = T Suiorfgc:?z] .\‘"\\, convexe
@ | A(Z 2¢72) est un point d'inflexion. | , \‘{a}giﬁfe{z; +ool NI

B ] Au voisinage de A

9 Calculer I'équation de la tangente
¢ () =-e
& )= FO(x-2)+f(2) y=—-€*(x-2)+2¢?

\, y=€

Deux dérivées — signe de " — convexité.

e &
1 La demarChe 9 Un changement de signe permet de repérer l'inflexion.
" &y

Utiliser f(a) et f'(a) pour les coordonnées et la tangente. 4+ Z
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7. La méthode de dlchotomle %
, o Couper Iintervalle en deux

On suppose f continue et strictement croissante sur [a ; b], avec f(a) < 0 < f(b).
\ 1 existe une unique solution a de f(x) = 0 dans ]a; b[.
' 'f" ., On calcule le milieu : a+b

N
Si f(m) < 0 : on remplace a par m.
Si f(m) > 0: on remplace b par m. _Z
Si f(m) = O a=m, la solutlon est trouvee

IS¢

._ %

f est continue sur [0; 1], f’(x 3x°+1>0, f(0)=-1et f(1)=
/. On part donc de [0 ; 1].

Ftape =~ Milieurn  Signedef(m) = Nouvel intervalle
1 05 | - | [0,5;1]
2 | 0,75 ; + [0,5;0,75]
3 | o625 | - . [0625;0,75]
4 | 06875 + | [0,625;0,6875]
Aprés 10 subdivisions : b
{ 0,681640625 < a < 0,6826171875 } 17

e Que]le précision ? 9 Un algorithme Python 1

¥ Ce programme apphque la méthode a la fonctlon
8 ',_3. de I'exemple.
. | def f(x):

return x**3 + x - 1

a, b=10.0, 1.0

L’amplitude est divisée par 2 a chaque subdivision.

A partir de [0; 1], elle vaut — ] aprés n subdivisions.

2?1

1 1 eps = 0.001
- 4 - < 10—3 while b - a > eps:
210 1024 R e

a b=m m

10 subdivisions suffisent pour une amplitude elif f(m) < 0:

s bl o # - £y a = m
" inférieure a 0,001. else:
% :‘:_ . b = m -\-:
: j L prist(a, b) el

@ Conserver un intervalle contenant la solution.
® Répéter jusqu'a obtenir la précision voulue.
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Ve Continuité et con

‘8. Lessentiel 4 retenir
\’ o Continuité, existence et unicité

Théoreme des valeurs intermédiaires

f est continue sur [a ; b] et k est compris entre f(a) et f(b).
Alors il existe au moins un réel ¢ € [a ; b] tel que f(c) = k.

Continuité en un point

f est continue en a &

lim 7(x) = f(a)

Si f est aussi strictement monotone sur [a ; b],
cette solution est unique.

9 Convexité et concavité
Pour une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle 7 :

o Point d’inflexion

point intérieur a de [ :

: Rédaction avec le TVI

| f est continue sur [a; b]. Le réel k est compris
entre f(a) et f(b). Par le TVI, I'équation f(x) =
admet au moins une solution dans [a ; b].

[ ] [ ]
@ Dichotomie
@ Conserver un intervalle contenant la solution

et le partager en deux.
> ® L'amplitude est divisée par 2 a chaque subdivision.
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Fonction Critéres sur / Position de la courbe
f’ croissante Au-dessus des tangentes
Convexe =0 Sous ses cordes
f’ décroissante En dessous des tangentes
Concave <0 Au-dessus de ses cordes

Une fonction affine est a la f01s convexe et concave.

Si f” s’annule et change de signe en un Wl *_

_ A(a; f(a)) est un point d’inflexion. ﬁ

Sur I, f”(x) > 0. La fonction f est donc
convexe sur /.

On vérifie les hypothéses avant de conclure.

A Les piéges a éviter
Continue ne signifie pas dérivable.
Le TVI seul ne garantit pas I'unicité.
f"(a) = 0 ne suffit pas pour une inflexion.
Croissance et convexité sont deux notions différentes. _

Rédaction sur la convexité




