Suites et récurrence

Exercice de synthése

O Contexte

On étudie une suite numérique définie par récurrence, dont le comportement dépend d’un paramétre réel k.
Cet exercice permet d’aborder plusieurs notions du programme : étude d’une fonction, raisonnement
par récurrence, variations d’une suite, convergence, limite et un algorithme en Python.

N

r E &
Soit k un nombre réel.

'aaw*
&‘? no ﬂ'ﬂﬂtf
/

On considere la suite (u,,) définie par son premier terme u et, pour tout entier naturel n,
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Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
L On étudie deux cas de figure selcm les valeurs de k.

= ku,(1 —u,).

“Partic 1 [T BETIOPAE

Dans cette partie, k = 1,9 et uy = 0,1,

On a dong, pour tout entier naturel n, u,,, = 1,%9u,(1 — u,).
o On considére la fonction f* définie sur [0 ; 1] par . A o
Lo -_"i
‘ f(x) =1,9x(1 -x). el Ay,
a. Etudier les variations de f sur l'intervalle [0 ; 1]. 044
b. En déduire que si x € [0; 1] alors f(x) € [0:1]. 03 4 : &z,
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i-contre sont représentés les premiers termes de |, = fu) [ e
la suite (u,,) construits a partir de la courbe €¢ gl J 5 i
de la fonction f et de la droite D d’équation y = x. ' - A
Conjecturer le sens de variation de la suite (u,,) 00 ai :0'2 .0:3 :]:4 (]:5 0:6 0:? 9. E i ﬂ:
et sa limite éventuelle. uy Uy Wy Uy
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b. En déduire que la suite (u,,) converge.
¢. Déterminer sa limite.

Dans cette partie, k =
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On a donc, pour tout entier naturel n, u,,; = Eu,,(l
1
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On admet que pour tout entier naturel n: 0 < u, < (E) :

o Démontrer que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

o On considére la fonction Python algo(p) ol p désigne un
entier naturel non nul :

1
—uy,) etuy = 2

.

o a. En utilisant les résultats de la question 1, démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n

fdef algo(p) : ﬁ
u=1/4
n=~0
while u > 10**(-p):
u= 1/2*%u*{1 - u)
n=n+1

return(n)
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Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel non nul p, la boucle while ne tourne pas indéfiniment,

ce qui permet a la commande algo(p) de renvoyer une valeur.
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